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ВИЗНАЧЕННЯ   ОПТИМАЛЬНОЇ ВИСОТИ СТАЛЕВИХ ДВОТАВРІВ 

ЗМІННОГО  ПЕРЕРІЗУ ЗА МЕТОДИКОЮ МНОЖНИКІВ ЛАГРАНЖА 
 

Проведені аналітичні дослідження вибору оптимальної висоти сталевих 
балок із змінною висотою стінки і полиці по довжині конструкції. Дослідження 
проведені за методикою множників Лагранжа з урахуванням умов Куна-Такера 
для визначення  достатніх умов  пошуку сідловидної точки. Задача 
сформульована як задача нелінійного математичного програмування. 
Прийнято, що товщина стінки незмінна по довжині балки. Отримані 
аналітичні формули для визначення раціональної висоти балки в поточному 
перерізі за умовами міцності. Отримані аналітичні співвідношення площі і 
стінки для формування оптимального  перерізу та загальної форми балкової 
конструкції. Наведено приклад пошуку раціональної форми консольної 
сталевих балок із  змінною шириною полиць і стінки завантажену на вільному 
кінці зосередженою силою.  Наведено приклад використання методики для 
балок постійного перерізу. Підтверджено, що достатніми умовами 
оптимальності двотаврової балки є  рівність площі полиць площі стінки. 
Такий результат співпадає з дослідженнями інших авторів, що вказує на 
достовірність отриманих аналітичних досліджень. Також аналогічні 
дослідження проведені для ідеальних двотаврів з постійною і  змінною 
висотою перерізу.  Що важливо для досліджень оптимальної висоти балок із 
гофрованою стінкою та досліджень наскрізних конструкцій. Результати 
проведених досліджень використовують  під час варіантного проєктування та 
для початкових даних при використання інших методик оптимального 
проектування.  

Ключові слова: моделювання; металеві конструкції; сталеві двотаврові 
балки змінного перерізу; ідеальний двотавр  оптимальна висота; цільова 
функція; умови Куна-Такера; методи множників Лагранжа . 

 
Постановка проблеми. Під час розрахунку сталевих балок двотаврового 

перерізу при прольотах та при різних навантаженнях, виникає можливість за 
рахунок зміни перерізу  по довжині сталевої двотаврової конструкції    
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знаходити оптимальне рішення конструкції.  Вирішення таких задач важливе на 
всіх етапах проєктування.  На етапі варіантного проектування це суттєво 
скорочує час і витрати на пошук раціональної конструкції.  При збільшених 
навантаженнях зміна перерізу двотаврових конструкції по довжині прольоту 
дає особливий економічний ефект, який зростає під час використання 
високоміцних сталей. Тому задача пошуку оптимальної конструкції із 
сталевого двотавра, яка працює на згин є важливою науково-технічною 
проблемою. Особливо важливим є проведення досліджень з  позиції 
удосконалення методологічного апарату, визначення можливостей 
використання оптимальних конструкцій із змінною висотою стінки та  змінною 
шириною полиць, а також   із змінною товщиною стінки.   

 Фундаментальними роботами вибору оптимальних конструкції 
двотаврового перерізу при статичному навантаженні є роботи [1,15,25,26,36], 
які включають і історичні аспекти розвитку теорії і методів оптимального 
проектування і сучасні підходи та проблеми.  

Методологія досліджень оптимальних параметрів сталевих балок 
постійного перерізу багато років  базувалась на вирішенні елементарної задачі 
пошуку оптимальної висоти   із  двотавровим так і   замкнутим   перерізом  [1,6, 
9,14,15]. Такий підхід був розповсюджений і для пошуку раціоанальних 
комбінованих шпренгельних конструкцій сталевих ферм  покриттів із 
використанням в поясах балкових профілів перерізом  [6, 9,10,11,29]. Такий 
підхід давав і достатні результати при пошуку оптимальної висоти  двотаврів з 
гофрованою стінкою [13], а також балок постійного перерізу з урахуванням 
розвитку обмежених пластичних деформацій [6]. Модифікація вибору 
оптимального рішення за пошуком  екстремумів цільової функції був 
застосований і для визначення оптимальної геометрії розмірів  балок рам із 
змінною висотою стінки з постійним перерізом полиць при пружні роботі сталі 
[5,8], а також при розвитку обмежених пластичних деформацій [7]. Узагальнена 
задача пошуку оптимальних параметрів балок постійного перерізу з 
використанням метода Куна-Такера приведена у фундаментальній роботі [12]. 

Удосконалення методів вибору оптимального рішення сталевих 
конструкцій з урахуванням дискретності сортаменту привело до появи нових 
напрямків розвитку методологій  з обмеженнями у вигляді алгортимчіних 
функцій із створенням роя сталевих конструктивних форм за праметрами 
сортаменту [2]. Отримали суттєвих розвиток градієнтні методи першого 
порядку, що малочутливі до початкового проекту та кількості обмежень у 
формі додаткових рівнянь на основі генетичних алгоритмів та їх модифікації 
для вирішення задач    багатомірної безумовної оптимізації балкових систем так 
і стрижневих конструкцій [35,36,38, 40].         
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Новим напрямком оптимального проектування балкових і стрижневих 
будівельних систем стало удосконалення методики оптимального проектування  
з урахування динамічних та імпульсних навантажень і, відповідно, врахування 
динамічних властивостей самої конструктивної системи [3,24,30,31,34,39]. 

Нові навантаження та розрахунок сталевих конструкцій рам і стрижневих 
конструкцій  на  живучість та дію температур [5,17,19,20,21,22,23 27,33,37] 
формулюють задачі із створення сталевих балкових елементів змінного 
перерізу з урахуванням зміни   товщини стінок і ширини полиць з метою 
зменшення витрат сталі і зменшення витрат на вогнезахист із збереженням 
надійності довготривалої експлуатації.    

 Складність вирішення задач оптимального проектування балок змінного 
перерізу   пов’язана з необхідністю врахування складного напружено-
деформованого  стану і врахування можливої втрати стійкості пласкої форми 
згину [18, 29, 32, 33, 41,42].  Такі задачі вирішуються градієнтними методами та 
їх модифікаціями [ 29, 32, 33]. Також розвивається підхід за  яким на першому 
етапі оптимального проектування використовується методологію множників 
Лагранжа із умови плавності функцій зміни сортаменту , а на другому етапі 
розрахунок виконується методом скінчених елементів [29, 33]. Це пояснюється   
із можливою не випуклістю (пологістю) області множини  можливих  рішень, 
наявністю мультимодальністю, дискретною зміною шуканих параметрів, 
складністю запису аналітичних рівнянь апроксимації конструктивних, 
технологічних, економічних та експлуатаційних вимог [3,5].  

  Для варіантного проектування залишаються необхідність розвитку і 
розповсюдження методології множників Лагранжа, як одна з ефективних 
методик [1,4,12,25,32,33,36]  на вибір оптимальних реконструктивних рішень 
балок  змінного перерізу із змінною висотою стінки і полиць. 

 Виклад основного матеріалу дослідження. Розглянута балка 
двотаврового  перерізу складена з верхньої та нижньої полиці, які  між собою 
з’єднані  стінкою. В подальшому позначено  розміри двотаврового ригеля 

 –   висота ригеля змінного перерізу,  – 
ширина полиці ригеля змінного  пернерізу, lb– прогін балки. Гнучкість стінки 

, умовна гнучкість стінки    . Локальна стійкість полиць 

і стінки прийнята забезпеченою. 
  Площа полиць така:  і товщини стінки  , тоді  можна   маса 

балки змінного  перерізу буде (2.1).  . Приймається  Задача 
оптимізації є пошук  мінімальної маси балки змінного перерізу.   
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(1) 

 
Геометричні характеристики перерізу   разом з формулами  (2.1) дають 

взаємозалежність розмірів полиць і стінки двотавра з висотою перерізу.   А 
також залежність зміни по довжині. 

 

 

   (2) 

 
Задача оптимального проектування сталевих балок змінного перерізу є 

задача нелінійного математичного програмування (2.3), [ 1].  Цільова функція 
мінімальної маси витрат сталі (2.3) об’єднує всі  геометричні параметри 
перерізу балки , та їх зміну по довжині (2.1,2.2). 

 

 
(3) 

 
В якості обмежень  прийняті обмеження за міцністю. 
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     (4) 

 
Прийнятті умови опуклості цільової функції (3).  Цільова функція (3), дає 

можливість знайти точку глобального мінімума ( сідловидну точку) на основі 
плавного порівняння варіантів. Це досягається тим, що відходять від 
дискретності сортаменту товщини листів і раціоналізації розкрою листа з 
позицій мінімізації відходів.   Приймаються умови плавної зміни геометричні 
розмірів сталевої балки, а  отримані товщині висоти листів будуть виготовлені.  

Сформована задача   нелинейного математического програмування  (3, 4)  
описується в просторі  змінних    hz , Az , tw,z та обмежувальними функціями у 
вигляді  нерівностей (4).  Перша нерівність обмеження за міцністю кожного 
перерізу при згинанні по довжині балки, друга нерівність обмеження міцності 
на зріз стінки двотавра кожного перерізу по довжині балки. Останні дві 
умовами обмеження (4) є обмеження по жорсткості та приймається умова 
значення площі перерізу полиць позитивними. 

Рівняння (5) називають рівняннями умова доповнюючої нежорсткості. 
 

 

     (5) 

 
 Складність вирішення задачі полягає в тому, що при зменшенні висоти 

перерізу поперечна сила може наростати, а площа перерізу зменшуватись, тому 
на першому етапі вирішується задача мінімізації перерізу двотаврів, коли 
приймається обмеження міцності стінки неактивною. 

Найбільш прийнятим підходом для вирішення цих задач (2) є використання 
методу множників Лагранжа  [4]   з урахуванням обмежень (4).  Дослідження  
виконані при умові, що стінка має постійну товщину.  
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     (6) 

 
За рішенням оптимізаційної задачі точки екстремума повинні 

задовольняти  умовам Куна-Такера [ 4,12]. За результатами диференціювання  
рівнянь системи (7) з урахуванням (5)  приходимо до рішення системи трьох 
алгебраїчних  рівнянь (8) з трьома невідомими членами: hz , Az , λm1 . 
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Далі перетворення приводять до системи двох нелінійних алгебраїчних 
рівнянь за рахунок отримання з першого рівняння співвідношення (10). 

 

 

 

 

  (9) 

 

  (10) 

 
Умови міцності (10) відносяться до  умов доповнюючої нежорсткості. 
Перших два рівнянь дають систему алгебраїчних рівнянь ( 2.10) з двома 

невідомими.  
Тепер є відношення коефіцієнтів (11).   
 

 

  

 

 

 (11)  

 

 
Умовний критерій необхідних умов  оптимальності набуває вигляду при 

заміні в другому  рівнянні  (9) коефіцієнтів за відношенням ( 2.11).Скорочення і 
використання умов міцності дає таке рівняння критерію оптимальності. В теорії 
металевих конструкцій для попередніх розрахунках при варіантному 
проєктуванні прийнято виконувати заміну товщини стінки на залежність між 
висотою балки і гнучкістю стінки λw= hw/ tw. Тепер оптимальна висота  
поточного перерізу двотавра змінного перерізу буде визначатися з урахуванням 
стійкості перерізу з максимальної висотою стінки. 
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  (12)  

 

 

 

 

(13) 

 

 

(14) 

 
Дослідження показали, що множина оптимальних рішень балок змінного 

перерізу може бути достатньо значною, так як залежить від відносної величини 
- співвідношення площі полок до площі стінки. Але також є достатня 
залежність від площі стінки. Товщина площі стінки вибирається із умов 
міцності, стійкості і зведених напружень, так як сприймає не тільки дотичні, а і 
нормальні напруження.  

 

 

(15) 
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Але для визначення висоти перерізу з максимальною висотою стінки h0 

буде вірний аналітичний вираз  за методом множників Лагранжа. Така задача і 
для максимального перерізу є задачею нелінійного математичного 
програмування.  

Система рівнянь (8) для максимального початкового перерізу балки з 
максимальною висотою має вигляд (15). Рішення за прийнятою методологією 
буде у вигляді системи.   

 

 

(16) 

 

З урахуванням умов міцності  (10) перш  рівняння (16) стає рівнянням для 
визначення коефіцієнта λm1 приймає запис. 

 
 

 

(17) 

 
Друге рівняння системи (16) з урахуванням (17) дає критерій вибору 

оптимального рішення. 

 

Остаточно критерій пошуку оптимальної висоти максимального перерізу 
сталевої балки двотаврового перерізу є таким. 
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(18) 

 
Достатні умови вибору максимальної оптимальної висоти двотавра   

моментально   знаходять з умови (16). 

 
Далі після скорочень достатні умови оптимальності будуть вказувати на 

співвідношення площі полиць і стінок оптимального перерізу. 
 

 
Отримані аналітичні вирази необхідних умов оптимального перерізу 

співпадають з дослідженнями інших авторів для балок постійного перерізу, що 
вказує на достовірність проведених досліджень. 

 

 

 

 

(19) 

 
Заміна співвідношення площі полиці і стінки для оптимального перерізу 

за (19) у критерії (18) приводить до відомого рівняння визначення оптимальної  
висоти двотаврових балок постійного перерізу, отримані іншими   
аналітичними викладками (20). 
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(20) 

 
Таким чином, отримано важливий результат для проектування 

двотаврових балок змінного перерізу з постійною товщиною стінки з позицій і 
вибору максимальної висоти двотавра (20) так і проміжних перерізів (14). 

У формулі (14) для визначення висоти поточного перерізу ( по середині 
балки із змінною висотою стінки) із постійною товщиною має про 
співвідношення для оптимального перерізу. 

 

 

(21) 

 

 

(22) 

  

Формула (22) показує залежність оптимальної  висоти двотавра   по 
середині довжини балки (z=zk) із плавно-змінними перерізом. Відмітимо, що 
висота двотавра зменшується більш повільно ніж зменшення згинального 
моменту. 
  Приклад 1. Визначити раціональну конструкцію двотаврової балки із 
змінною висотою стінки завантажену на вільному  кінці зосередженою силою P 
= Q0, площа полиць постійна: Af,0 = Af,z =const. А згинальний момент змінюється 
відповідно лінійно Mx,z=P l0 (1-z/l0).  
 З  формулою (12) оптимальна висота балки по середині прольоту буде. 
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За  формулою (20) оптимальна висота балки опорного перерізу із 

максимальним значенням набуває взапису. 

 
Таким чином, визначена форма балки з позицій оптимального 

проєктування. 

 

 

     (23) 

 

Це нова формула оптимального проектування сталевих двотаврів змінного 
перерізу. 

Приклад 2. Цікавою задачею  визначення  оптимальна висота ідеального 
двотавра, коли вага стінки враховується і вона сприймає поперечну силу, але 
згинальний момент сприймає тільки полиці двотавра. Для такої задачі умови (4) 
мають запис. 

 
Запис функції (6) спроститься. 
  

 

     (24) 

 
Подальші перетворення  аналогічні  (7…11) приводять до системи 

рівнянь:  
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Рішення отриманої системи дає достатні   умови для визначення 

оптимальної висоти ідеального двотавра  із змінними перерізом. 

 

 

(24) 

 

Рішення отриманої системи дає  також одночасно і необхідні умови для 
визначення оптимальної висоти ідеального двотавра  із змінними перерізом. 

 
 

 

(25) 

 
Необхідні умови оптимальності ідеального двотавра для будь якого 

перерізу по довжині сталевої балки тотожні необхідним  умовам (22) і для 
інших двотаврів за витратами сталі. 

Висновок.  За рахунок зміни перерізу полиці і стінки є можливість досягти  
рівноміцності   балок змінного перерізу на певній довжині.   Остаточний 
результат раціональної форми балки виконують з використанням методики [5]. 
Для отримання конструкції балки з підвищеними економічними властивості 
необхідно вирішити задачу із змінною товщиною стінки. 
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DETERMINATION OF THE   OPTIMAL HEIGHT OF STEEL I-BEAMS  
OF VARIABLE CROSS-SECTION USING THE METHOD  

OF LAGRANGE MULTIPLIERS. 
 

Analytical studies of the selection of the optimal height of steel beams with 
variable height of the web and flange along the length of the structure are carried out. 
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The studies are carried out using the Lagrange multiplier method taking into account 
the Kuhn-Tucker conditions to determine sufficient conditions for finding the saddle 
point. The problem is formulated as a problem of nonlinear mathematical 
programming. It is assumed that the wall thickness is constant along the beam length. 
Analytical formulas are obtained for determining the rational height of the beam in 
the current section according to strength conditions. Analytical relationships between 
the area and the wall are obtained for forming the optimal section and the general 
shape of the beam structure. An example of finding the rational shape of a cantilever 
steel beam with a variable flange width and a variable wall height, which is loaded at 
the free end with a concentrated force, is given. An example of using the method to 
find the optimal height of a beam of constant cross section is given. It is confirmed 
that sufficient conditions for the optimality of an I-beam are the equality of the flange 
area and the wall area. This result coincides with the studies of other authors, which 
indicates the reliability of the obtained analytical studies. Similar studies were also 
conducted for ideal I-beams with constant and variable section heights. Which is 
important for studies of the optimal height of beams with a corrugated web and 
studies of through structures. The results of the studies are used in variant design and 
as initial data when using other optimal design methods. 

Keywords: modeling, metal structures, steel I-beams of variable cross-section, 
minimum mass, optimum height of I-beam, Kuhn-Tucker conditions, Lagrange 
multiplier method, the of  ideal  I-beam. 
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