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ПІДВИЩЕННЯ ОБҐРУНТОВАНОСТІ ПРИЙНЯТИХ РІШЕНЬ 

МЕТОДОМ АНАЛІЗУ ІЄРАРХІЙ НА ОСНОВІ ФУНКЦІЙ КОРИСНОСТІ 
 

Запропонований підхід для аналізу та вибору альтернатив на основі 
функцій корисності є розвитком методу аналізу ієрархії (МАІ), розробленого Т. 
Сааті. Метод передбачає аналіз заданих альтернатив шляхом комбінації 
методу аналізу ієрархії та методу побудови функції корисності на основі 
отриманих карт ізоквант у просторі вхідних даних. Метод може 
використовуватися для довільного числа заданих альтернатив. В такому разі 
видається доцільним спрямувати зусилля особи, яка приймає рішення (ОПР), на 
порівняння не тільки заданих альтернатив, а й розширити можливості щодо 
прийняття рішень. 

Продемонстровано вибір та впорядкування можливих альтернатив із 
застосуванням запропонованого методу на прикладі вибору сценаріїв 
зменшення залежності міст від використання викопного палива та переходу 
до використання відновлюваних джерел енергії. В якості критеріїв для аналізу 
та вибору оптимальної альтернативи використовуються обчислені 
характеристики функцій корисності. Запропоновані критерії та 
альтернативи подано у вигляді ієрархічної структури. Результати отримані 
на основі взаємодії програмних продуктів Matlab та Exсel. 

 
Ключові слова: експертна оцінка; аналіз ієрархій; матриця парних 

порівнянь; функція корисності; прийняття рішень. 
 

Постановка проблеми. Сталий розвиток міста спрямований на 
збереження та поліпшення якості природних ресурсів, а також на зменшення 
негативного впливу на довкілля. Сталий розвиток міського середовища (МС) 
безпосередньо пов’язаний з сучасною концепцією "низьковуглецевого 
переходу" — зменшення залежності міста від використання викопних палив та 
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перехід до використання відновлюваних джерел енергії. Це дає змогу знизити 
негативний вплив на довкілля та покращити якість життя містян. 

Сталий розвиток міста передбачає забезпечення високої ефективності 
метаболізму міського середовища (ММС). Відновлення України має бути 
спрямовано на розроблення Smart-стратегій, що означає інвестування в гнучкі 
виробничі потужності та інфраструктуру (екологічно чистий транспорт, 
використання поновлюваних джерел енергії, поліпшення системи утилізації 
відходів, інші технології створення низьковуглецевого ланцюжка доданої 
вартості та експорту) [6]. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. В дослідженнях [9, 10, 11] 
пропонується індикатор ефективності ММС який на основі 32 вхідних змінних 
дозволяє визначити якість МС та його складових підсистем, наприклад 
транспортної, містобудівної та соціально-економічної підсистем МС. Індикатор 
ґрунтується на логічних правилах які дають можливість забезпечити 
оцінювання ефективності ММС в інтервалі від 0 до 100 [10]. Метою побудови 
індикатора ефективності ММС є використання індикатора як інструментарію 
підтримки прийняття екологічних, містобудівних та соціально-економічних 
рішень щодо забезпечення сталого розвитку МС.  

Отримавши модель вхідних показників, можна оцінити еволюцію 
індикатора ефективності ММС та оптимізувати вибір альтернативних сценаріїв 
підтримки "низьковуглецевого" розвитку МС за обраними критеріями. Така 
оптимізація полягає в підборі таких вхідних показників, які здатні 
максимізувати деяку об’єктивну функцію. Такою функцією може бути функція 
корисності (ФК) — функція, за допомогою якої можна моделювати переваги 
ОПР на множині допустимих альтернатив. Числові значення ФК допомагають 
упорядкувати альтернативи за ступенем переваги для ОПР. Таким чином, 
завдання вибору оптимального з множини альтернативних сценаріїв та 
ранжирування таких сценаріїв підтримки "низьковуглецевого" розвитку МС є 
завданням багатокритеріального прийняття рішень (БПР).  

Метою публікації є розробка методики обґрунтування, вибору та 
впорядкування альтернативних сценаріїв зменшення залежності міст від 
використання викопного палива та переходу до використання відновлюваних 
джерел енергії на основі синтезу метода аналізу ієрархій та теорії корисності. 

Основна частина. В загальному випадку завдання ухвалення рішень може 
бути подано у вигляді структурної схеми на рис. 1. 

Альтернатива — це варіант схвалюваних рішень. Альтернативи є 
невід’ємною частиною процесу прийняття рішень.  

Критерії — засіб опису альтернативних варіантів рішень, засіб 
відображення відмінностей між ними з точки зору переваг ОПР.  
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Рис. 1. Структурна схема ієрархії щодо ранжирування та вибору оптимальної альтернативи 

 
Критерії мають бути вимірюваними для всіх альтернатив та бути 

простими. Як показано на рис. 1, вибір альтернатив виконується за такими 
критеріями: максимальне значення функції корисності, загальна кількість 
корисності, значення граничної корисності, мінімальне значення функції 
корисності.  

З формальної точки зору завдання прийняття рішень може бути подано у 
вигляді шести множин [7, 2]: 

< T, A, K, X, F, G >, 
 
де T — множина завдань (наприклад, вибрати найкращу альтернативу або  
впорядкувати весь набір альтернатив); 
A — множина допустимих альтернативних варіантів; 
K — множина критеріїв вибору; 
X — множина методів вимірювання переваг (наприклад, використання 

різних шкал); 
F — відображення множини допустимих альтернатив у множину 

критеріальних оцінок: F: A  
G — множина переваг експертів. 

Завдання досягнення поставленої мети включає множину альтернативних 
варіантів розвитку A= , які виникають в ході прийняття одного з 
можливих управлінських рішень. Альтернативи оцінюються за допомогою 
критеріїв ,…,  з множини K. Таким чином, кожній альтернативі 

відповідає вектор  в n-вимірному просторі, координатами якого є значення 
критеріїв  ,…,  для цієї альтернативи (векторна оцінка альтернатив). Для 
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кожного критерію  можливо побудувати ранжування  альтернатив з 
множини  A:  — якщо  альтернатива  краще альтернативи за критерієм 

 
Нині існує кілька методів оцінювання альтернатив, які доцільно 

використовувати під час побудови ранжирування (метод парних порівнянь, 
критерій Парето, мінімаксний критерій та інші). З усіх методів найбільш 
зручним для практичного застосування є метод парних порівнянь (метод Т. 
Сааті [12]). При багатофакторному аналізу числові значення функції корисності 
допомагають упорядкувати альтернативи за ступенем переваги для ОПР. 

Побудова порядкової функції корисності на основі переваг ОПР. 
Розглянемо застосування індексу ефективності ММС для вибору оптимальної 
альтернативи щодо забезпечення "низьковуглецевого" розвитку МС. На рис. 2 
подано результати досліджень, які опубліковані в роботах [10, 11] та які 
ілюструють реакцію індексу ММС на зміну таких вхідних показників як: 

а) викидів  від громадського та приватного автотранспорту, що є одним 
з основних джерел забруднення повітря; 

б) частки перероблюваних відходів життєдіяльності населення та викидів 
парникових газів, вимірюваних в -еквіваленті; 

в) частки відновлюваної та загальною кількістю споживаної енергії в 
енергетичній структурі міста. 

Отримані поверхні можна інтерпретувати як ландшафт ефективності ММС 
для сценарію, який показує зміну лише двох показників. Побудовані карти 
ізоквант подають також ландшафт ефективності ММС але у вигляді контурних 
ліній. Ефективність ММС остається постійною, якщо рухатися уздовж 
контурної лінії ландшафту. Максимальне приріст ефективності відбувається, 
якщо рухатися у напрямку ортогональному до кривих контурних ліній. 

Функція корисності (ФК) — це такий спосіб приписування кожній 
можливій перевазі особи, яка приймає рішення (ОПР), деякого числового 
значення, за яким більшим перевагам приписують більші числові значення, ніж 
меншим [8]. Наприклад, набору ресурсів ( , ) надається перевага ОПР над 
набором ( , ) тільки в тому випадку, якщо корисність набора ресурсів ( , 

) більша за корисність набору ( , ): 
 

( , ) ( , )  u( , ) ( , ). 
 

Розглянемо карту ізоквант, яка показана на рис.3 а). Ізокванта — це 
геометричне місце точок в просторі змінних, для яких ФК має однакові 
значення. Одним з простих способів побудови ФК є позначити кожну ізокванту 
числом, яке відповідає її відстані, виміряній уздовж діагоналі. Такий підхід 
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справедливий для випадку монотонних переваг ОПР [4]. Побудована функція 
корисності на основі карти ізоквант в просторі двох змінних Renewable energy 
& Total electricity consumption показана на рис.3 б). 

 
Рис. 2. Профілі альтернатив, отримані при оцінюванні індексу ефективності  

ММС в просторі вхідних змінних. 
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Рис. 3. Приклад побудованої функції корисності б) на основі карти ізоквант  

а) для двох змінних: Renewable energy & Total electricity consumption. 
 

Оцінювання багатокритеріальних альтернатив на основі характеристик 
функцій корисності. Функція корисності дозволяє визначити переваги ОПР на 
множині допустимих альтернатив, а обчислені значення функції допомагають 
упорядкувати такі альтернативи за ступенем переваги для ОПР. В статті 
використовується кардиналістичний підхід при оцінювання корисності.  

– мaximum функції корисності: це точка на графіку, в якій функція 
корисності досягає свого максимального значення в просторі заданих змінних; 

– мinimum функції корисності: це точка на графіку, в якій функція 
корисності досягає свого мінімального значення в просторі заданих змінних; 
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– загальна корисність (total utility) э вся корисність, яку отримує ОПР за 
умови зміни незалежних аргументів. Загальна корисність характеризує 
підсумок всіх граничних корисностей: 

 
, 

де  — довжина кожного кроку інтегрування; 

 — значення підінтегральної функції в точках  
– середня похідна функції характеризує швидкість зміни функції 

корисності: 

, 

де  — крок диференціювання; 
 — кількість інтервалів диференціювання. 

Крок 1. Скориставшись методом T.Сааті [12] для розв’язання завдання 
вибору оптимальної альтернативи, необхідно визначити потенційні вигоди на 
основі обчислених характеристик побудованих ФК (таблиця 1) та встановити 
пріоритети між обраними критеріями. 

 
 

Числа з шкали відносної важливості (табл.2) використовуються, щоб 
показати, у скільки разів елемент із більшим значенням (оцінкою) домінує над 
елементом із меншим значенням (оцінкою) щодо спільного для них критерію. 
Менш переважний елемент має зворотну оцінку переважності. Таким чином, 
якщо х — оцінювання переваги, з якою більший елемент домінує над меншим, 
то 1/х — оцінювання переваги меншого елемента порівняно з більшим. З цією 
метою будуються матриці парних порівнянь . Елемент  матриці 
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(1) 

(2) 

парних порівнянь є результатом вимірювання за фундаментальною шкалою 
ступеня переважності елемента  щодо альтернативи .  

 
 

Крок 2. Визначення векторів пріоритетів для критеріїв та альтернатив. 
Після визначення суб’єктивних суджень експертів, необхідно виконати 
розрахунок векторів пріоритетів, які визначають відносний вплив між 
критеріями. Вирази для розрахунку компонентів власного вектору та 
нормалізованого вектору пріоритетів для кожного критерію подано у вигляді 
формул (1) і (2):  

 

 

 
де — кількість критеріїв, . 
В результаті обчислення матриці попарних порівнянь визначається 

нормалізований вектор пріоритетів критеріїв:  
 

 
 

Отримані нормалізовані вектори пріоритетів використовуються у 
подальшому при синтезу глобальних пріоритетів альтернатив. В таб.3 подано 
розрахунки відповідних векторів пріоритету для кожного критерію згідно з 
виразами (1) та (2).  
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(3) 

 
 

Вирази для розрахунку компонентів власного вектору та нормалізованого 
вектору пріоритетів альтернатив за кожним критерієм подано у вигляді 
формул (3) і (4):  

 

 

де — кількість альтернатив,  . 
В результаті обробки матриць попарних порівнянь визначаються 

нормалізовані вектори пріоритетів альтернатив за кожним критерієм: 
 

 

(4) 
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Отримана матриця пріоритетів використовується у подальшому при 
синтезу глобальних пріоритетів альтернатив. В таблицях 4–7 подано 
розрахунки відповідних векторів пріоритетів для кожної альтернативи за 
критеріями відповідно до виразу (3) та (4). 

 

 
 
Крок 3. Формування інтегральних коефіцієнтів. Формування 

інтегральних коефіцієнтів для кожної альтернативи дає змогу розрахувати 
узагальнений коефіцієнти узгодженості локальних пріоритетів альтернатив: 

  

 
На підставі отриманих значень обчислюється індекс узгодженості суджень 
експертів:  

 , 

де    значення узгодженості експертів;  
— кількість порівнювальних елементів. 

Отримане значення  порівнюється зі значеннями узгодженості суджень 
експертів для матриць парних порівнянь різного порядку наведено в табл.8. 
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Крок 4. Розрахунок відношення узгодження пріоритетів альтернатив. 
Якість суджень експертів оцінюється за значенням відношення узгодженості 

:  

 
де   значення відношення узгодженості суджень експертів; 

 індекс узгодженості суджень експертів; 
значення узгодженості суджень відповідно до таблиці 3. 

Значення має задовольняти умові:   
Крок 5. Синтез глобальних пріоритетів альтернатив. Отримані локальні 

пріоритети зважуються за значущістю факторів, тобто кожен стовпчик векторів 
локальних пріоритетів помножуються на пріоритет відповідного критерію: 

 
∙ , 

де  — матриця глобальних пріоритетів альтернатив; 
  — матриця нормалізованих пріоритетів альтернатив за кожним 

критерієм; 
 — нормалізований вектор пріоритетів критеріїв. 

В таблиці 9 подано результати синтезу глобальних пріоритетів альтернатив 
за критеріями відповідно з структурною схемою розглянутою на рис.1. 

Таблиця 9 
 

Обчислення глобальних пріоритетів альтернатив  
за обраними критеріями 

Значення 
глобального 
пріоритету 

альтернатив 
 3,34 

 0,32 

 0,09 

 

Розрахунки були проведені для трьох альтернатив забезпечення стратегії 
"низьковуглецевого" розвитку міського середовища, які отримали наступні 
пріоритети: 

– пріоритет I — сценарій збільшення частки відновлювальних джерел 
енергії в структурі енергозбереження міста; 

– пріоритет II — сценарій збільшення частки перероблювальних відходів в 
структурі міського господарства; 
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– пріоритет IIІ — сценарій комплексного розвитку "низьковуглецевого" 
транспорту міста. 

Крім того, визначено коефіцієнти впливу на вибір альтернатив в цілому:  

 
 

 
Рис. 3. Графік пріоритетності альтернатив 

 

Висновки і перспективи подальших досліджень. Метод аналізу ієрархій 
сьогодні є одним із популярних підходів для розв’язання складних проблем, які 
потребують низки критеріїв. В статті розглянуто підхід до прийняття рішень на 
основі застосування синтезу МАІ та теорії корисності. На основі отриманих 
експериментальних даних побудовано карти ізоквант, які дають змогу, 
спираючись на методики теорії корисності, сформувати та обчислити основні 
характеристики функції корисності. 

Таким чином, застосовуючи синтез МАІ та теорії корисності, можна 
отримати інформацію, достатню для вибору найкращої доступної альтернативи. 
В статті показано, що оптимальною за обраними критеріями є альтернатива 1, 
яка передбачає сценарій забезпечення збільшення частки відновлюваних 
джерел енергії в загальній структурі енергоспоживання міста. Застосування 
отриманих результатів дає змогу зацікавленим сторонам використовувати 
синтез МАІ та теорії корисності для розв’язання складних проблем 
забезпечення сталого розвитку в різних сферах діяльності міського 
господарства. Зрештою, стаття закладає підґрунтя для додаткових досліджень і 
застосування методології МАІ та теорії корисності в досягненні цілей сталого 
розвитку. 
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Подальші дослідження будуть направлені на збільшення можливих 
альтернатив для аналізу та вибору сценаріїв щодо підтримки 
"низьковуглецевого" розвитку МС, що дозволить визначити першочергові 
кроки при формуванні новітніх Smart-стратегій з відновлення України. 
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INCREASING THE VALIDITY OF DECISIONS MADE BY THE PROCESS 

OF ANALYZING HIERARCHIES BASED ON UTILITY FUNCTIONS 
 
The proposed approach to the analysis and selection of alternatives based on 

utility functions is a development of the hierarchy analysis method developed by T. 
Saaty. The method consists of analyzing given alternatives by combining the method 
of analyzing hierarchies and the method of constructing a utility function based on 
the obtained isoquant maps in the input data space. This method can be used for an 
arbitrary number of given alternatives. In this case, it seems appropriate to direct the 
decision maker's efforts to compare not only given alternatives, but also to expand 
decision-making capabilities.. 

The selection and ordering of possible alternatives using the proposed method is 
demonstrated using the example of choosing scenarios for reducing the dependence 
of cities on the use of fossil fuels and transitioning to the use of renewable energy 
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sources. The calculated characteristics of utility functions are used as criteria for 
analysis and selection of the optimal alternative. The proposed criteria and 
alternatives are presented in the form of a hierarchical structure. The results are 
obtained based on the interaction of software products Matlab and Excel. 

Keywords: expert assessment; process of analyzing hierarchies; matrix of 
pairwise comparisons; utility function; decision making. 
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